Disciplina: Matematica

TOPICO 13: Probabilidade e Estatistica

pandemia em 2020. Nesse ano, o novo vi-

rus “SARS-CoV-2” fez algo que pensamos
que ndo seria mais possivel: parar o mundo e fazé-
lo refletir sobre seu modo de vida. Em um cena-
rio como esse, nio sabemos ao certo como a situ-
acdo estara daqui a um més, uma semana, quica,
um dia. No entanto, o que podemos fazer é prever
possiveis realidades, resultados. E nesse momento
que a Probabilidade e a Estatistica entram em acdo,
que nos permitem entender e lidar com a variabili-
dade e a incerteza. (Prepara Enem, 2020).

N inguém imaginou que o mundo viveria uma

1 Probabilidade

A partir de agora, vamos construir formas de analisar
processos que envolvam aleatoriedade e incerteza pela
via da matemadtica.

1.1 Definicoes

A probabilidade é uma medida da chance de algo
acontecer. Toda vez que ndo temos certeza sobre o
resultado de alguma coisa (a qual denominaremos, em
breve, de evento), estamos tratando da probabilidade
de certos resultados acontecerem—ou quais as chances
de eles acontecerem, o que € muito util na tomada de
decisoes.

Vamos analisa-la por meio de um exemplo.

Exemplo: Albert Einstein, um estudante do ensino
médio, decidiu fazer um experimento que seu profes-
sor de matemadtica lhe pediu. Consiste em pegar uma
moeda nio viciada e lanca-la para cima uma unica vez.
Apds isso, Albert deve prever a probabilidade de a face
de cima ser cara.

Certo, antes mesmo de ajudar Einstein, é intuitivo
pensar em dizer que tal “chance” de sair cara é de 50%.
E a nossa intuicdo esta certa, mas como traduzir esse
raciocinio para a matematica?

Vamos 4.

Como Einstein langou a moeda uma vez sé, o célculo
da probabilidade de sair cara € bastante direto:

numero de formas de obtermos cara
P (cara) = —; —
numero total de resultados possiveis

Nesse caso,

1
P (cara) = 5 0,5 =50%

Note que ha, num s6 lancamento de moeda, apenas
uma forma de cara ser obtida e ha dois resultados
possiveis no total, cara ou coroa.

Com base nesse exemplo, podemeos estabelecer al-
gumas definicbes acerca da Probabilidade:

Espaco Amostral (S): No caso daquele experimento
que o jovem Einstein fez, tinhamos dois possiveis resul-
tados: cara e coroa. Esses resultados formam o Espaco
Amostral, o conjunto de todos os possiveis resultados
do experimento (Barbetta, Reis e Bornia, 2010). Esse
conjunto serd denominado pela letra “S”.

FIQUE LIGADO

Quando falamos que S é um conjunto, quere-
mos dizer um conjunto matematico, 0 mesmo
visto na Aula 1 de nosso curso. Veremos a seguir
que os eventos também o sdo. Ou seja, uma vez
que sdo conjuntos matemadticos, aquelas opera-
¢des, como unido, intersec¢do, complementar e
diferenca, serdo de grande importancia e uteis
aqui.

Exemplo: Séo realizados dois experimentos: 1) Lan-
car de uma moeda e observar a face voltada para cima.
2) Langar um dado de seis faces e observar a face
voltada para cima. Quais os espacos amostrais dos
experimentos?

Lembre-se de que o espaco amostral S consiste na
enumeracao de todos os resultados possiveis de um
experimento analisado.
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O experimento lancar uma moeda, como visto an-
teriormente, possui dois resultados possiveis em sua
totalidade, cara ou coroa. Entdo, chamando seu espaco
amostral de S1, temos:

S1 = {cara, coroa}

Para o experimento, lancar um dado, seis resulta-
dos sdo possiveis no total: 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Assim,
denominando seu espago amostral de 52, temos

52 =1{1,2,3,4,5,6}

Evento (A, B, C...): Muitas vezes estamos interes-
sados na probabilidade de ocorréncia de um ou mais
resultados do espaco amostral. Esse conjunto de resul-
tados de interesse chamamos de Evento. Por definicéo,
um evento é qualquer subconjunto do espago amostral.
Essa ideia pode ser representada por:

ACS €9

Figura 1: O evento é um subconjunto do espagco amostral S.

A relacdo da Equacdo 1 nos diz que o nosso subcon-
junto A (evento) estd contido em S (espaco amostral)
e pode ter um “tamanho”, no maximo, equivalente ao
préprio espaco amostral. Depois do exemplo a seguir,
veremos que conseguimos retirar algumas importantes
propriedades a partir disso.

Exemplo: Seja o experimento do lancamento de um
dado. Temos que seu espaco amostral é:

S =1{1,2,3,4,5,6}

Vamos agora supor que queremos analisar o evento
em que a face virada para cima do dado seja um nu-
mero par. Com isso, nosso subconjunto, ou seja, nosso
evento, ficaria:

Al = {2, 4, 6}

Se o interesse for nos nimeros impares:

A2 = {1, 3, 5}

Ou numeros primos, etc. A ideia é pensar que o
evento € aquilo que temos interesse em calcular uma
probabilidade, o que esta a nosso favor. Um evento
ocorre quando um dos resultados que o compde ocorre.
E ndo se esqueca de que os elementos pertencentes ao
evento também devem pertencer ao espago amostral.

Depois de toda essa conversa, podemos fazer a defi-
nicdo classica de probabilidade.

A probabilidade de ocorrer um evento A de um es-
paco amostral S # () pode ser representado por:

(2)

Em que n(A) representa o numero de resultados
do nosso evento A e n(S), o nimero de resultados
possiveis de nosso espaco amostral S.

Também, podemos pensar que a probabilidade é o
quociente entre o nimero de casos favoraveis, que €
n(A), e o numero de casos possiveis, que é n(.5).

Problema 1

(ENEM 2011) Rafael mora no Centro de uma
cidade e decidiu se mudar, por recomenda-
¢Oes médicas, para uma das regides: Rural,
Comercial, Residencial Urbano ou Residencial
Suburbano. A principal recomendacdo médica
foi com as temperaturas das “ilhas de calor” da
regido, que devem ser inferiores a 31°C. Tais
temperaturas sdo apresentadas no gréafico:

PERFIL DA ILHA DE CALOR UREBANA

e e PLATTT I W
Rural Comercial  CENTRD

AR LLEL DRRT B SEE B0
b

Famba; EFA

Escolhendo, aleatoriamente, uma das outras
regibes para morar, a probabilidade de ele es-
colher uma regido que seja adequada as reco-
mendacdes médicas é:

a) 1/5
b) 1/4
c) 2/5
d) 3/5
e) 3/4

RESOLUCAO: .

Nesse caso, o evento de interesse é “uma regido
que seja adequada as recomendac6es médicas”,
que, de acordo com o enunciado, deve apresen-
tar temperatura abaixo de 31°C.

Assim, tempos que o nosso evento A é dado
pelas cidades Rural, Residencial Urbano e Re-
sidencial Suburbano, ou seja, n(A4) = 3. E, de
uma maneira geral, Rafael tem, num total, 4
possiveis escolhas de regides para morar; isto
é, n(S) = 4.
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Assim, aplicando a defini¢do de probabilidade
(Equacéo 2):

n(A) 3

S n(S) 4 %

Logo, a probabilidade de Rafael escolher uma
regido que seja adequada as recomendacdes
médicas é de 3/4 (e).

Problema 2

(ENEM 2015) Em uma central de atendimento,
cem pessoas receberam senhas numeradas de 1
até 100. Uma das senhas é sorteada ao acaso.
Qual a probabilidade de a senha sorteada ser
um numero de 1 a 20.

a) 1/100
b) 19/100
c) 20/100
d) 21/100
e) 80/100

RESOLUCAO: .

Novamente, nesse exemplo, basta aplicar a de-
finicdo de probabilidade (Equacido 2), em que
n(S) =100 e n(A) = 20 (pois sdo 20 numeros
favordveis ao nosso objetivo). Assim, :

20
A= —
(4) 100
Portanto, (c).

1.2 Propriedades basicas da probabili-
dade

Agora analisaremos propriedades basicas, que sdo
de extrema importancia.

Consideremos S # (), um espaco amostral néo vazio,
e A e B dois eventos quaisquer contidos em S. Entdo,
sdo validas as seguintes propriedades:

a) A probabilidade de qualquer evento esta entre 0
e 1l (0% a 100%). Ou seja, se no momento do
calculo de probabilidade, encontrarmos valores
negativos ou maiores do que 1, cometemos algum
erro.

0<P(A)<1

b) A probabilidade de um evento qualquer A ocor-
rer sera zero se, e somente se, tal evento for o
conjunto vazio.

P(A)=0 < A= 0

¢) A probabilidade de um evento qualquer A ocorrer
serd um se, e somente se, tal subconjunto for o

proprio espaco amostral S.
PA)=1+A=S

Com base na teoria dos conjuntos, conseguimos ex-
trair importantes propriedades também:

d) Evento Complementar de A (A ou A’)): Como A
significa “ndo-A”, ou seja, tudo aquilo que néo per-
tenca ao conjunto A, podemos inferir a seguinte
ideia a partir da Figura 2:

P(A)+P(A)=1.
P(A) =1-P(A) 3)
A Equacgdo 3 é muito utilizada, pois, muitas vezes, é
mais facil calcular a probabilidade o complementar de

um evento (A) do que determinar a probabilidade o
evento em si (A).

S

Figura 2: A regido destacada em vermelho representa o com-

plementar de A, ou seja, A.

FIQUE LIGADO

Diagramas como o da Figura 2 sdo conhecidos
por “Diagramas de Venn”. Nesses diagramas,
o espaco amostral é representado pelo retan-
gulo. Os eventos sdo representados por circulos,
elipses ou outras formas inseridas no retangulo.
Esses diagramas sdo muito tteis na resolucao
de problemas envolvendo probabilidade.

e) Unido de dois eventos (A U B): Com essa proprie-
dade, podemos estabelecer a regra da soma das
probabilidades. A probabilidade de ocorrer A ou
B (lembre-se de que a ideia de unido pode ser
representada pelo conectivo “ou”) pode ser dada
por:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) (4)

Seria bastante intuitivo se a probabilidade de A ou B
ocorrerem fosse apenas P(A) + P(B). Para visualizar
essa ideia nem tanto intuitiva, observe a Figura 3.

Note que, quando queremos determinar a probabili-
dade de A ou B ocorrer, claramente, devemos somar
P(A) com P(B). Entretanto, ao fazer isso, estariamos
somando uma regido duas vezes: a intersec¢ido entre
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Figura 3: Unido de dois eventos A e B contidos num espago
amostral S. Representada pela regido destacada em
vermelho.

Figura 4: Regido de interseccdo AN B representada pela regido
em vermelho.

os dois eventos. Por isso, € necessario a subtracdo do
termo P(AN B).

FIQUE LIGADO

Uma pergunta pode vir a tona: sera que sempre
havera essa regifdo de interseccéo entre even-
tos? Aresposta é ndo. Ha casos que dois eventos
ndo possuem intersec¢do alguma. Nesses, pode-
mos dizes que A e B sdo eventos mutuamente
exclusivos, como mostrado na Figura 5.
Matematicamente, essa ideia pode ser repre-
sentada por AN B = (). Nesses casos, J4 que
P(AN B) =0 aregra da soma das probabilida-
des pode ser resumida em:

P(AUB) = P(A) + P (B) (5)

Figura 5: Note que os eventos A e B ndo possuem intersecdo
entre si. Por isso, sdo mutuamente exclusivos.

Nessa perspectiva acima, um outro detalhe impor-
tante pode ser notado. Se os eventos A e B forem
mutuamente exclusivos (Equacdo 5) e a uniéo deles
resultar no préprio espaco amostral (AU B = S), como
ilustrado na Figura 6), entdo A e B, além de mutua-
mente exclusivos, sdo eventos exaustivos. Consequen-
temente,

P(AUB)=P(A)+P(B) =1 (6)

Figura 6: Eventos A e B, nesse caso, sdo mutuamente exclusi-
vos (ndo tém interseccdo entre si) e também exaus-
tivos (unido de ambos resulta no espago amostral).

FIQUE LIGADO

A definicdo de eventos exaustivos € apenas que
a unido deles resulta no espaco amostral. Mas
eventos exaustivos ndo sdo necessariamente
mutuamente exclusivos, pois eles podem ter in-
tersecdo. Considere o lancamento de um dado.
Os eventos A = {4,5,6} e B = {1,2,3,4} sdo
exaustivos, mas ndo mutuamente exclusivos.

Estendendo para n eventos (Al, A2, A3, ..., An)
contidos em um espaco amostral .S e considerando que
AlUA2U A3U...U An = S, logo,

P(ALUA2UA3...UAn)=P(S)=1 (7)

Ademais, se analisando os eventos dois a dois, nao
identificarmos interse¢des, os eventos, além de exausti-
vos, serdo mutuamente exclusivos. Para visualizarmos
de maneira mais clara esse espaco amostral genérico
de n eventos exaustivos e mutuamente exclusivos, ve-
jamos a Figura 7.

FIQUE LIGADO

Cuidado com a sutil diferenca entre as Equacoes
5 e 6. Na equacdo 5, ndo sabemos o seu resul-
tado, apenas que os eventos sdo mutuamente
exclusivos. J4, pela Equacgdes 6, sabemos seu
valor, pois, além de ser mutuamente exclusivos,
0s eventos sdo exaustivos também.

Agora, veremos alguns exemplos sobre o que foi visto
até o momento para fixarmos as ideias.
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S FIQUE LIGADO

Vocé ja deve ter percebido que podemos expres-
sar uma probabilidade em termos de valores
entre 0 e 1 ou em termos percentuais (entre
0 e 100%). Por exemplo: Uma probabilidade
de 0,14 é equivalente a uma probabilidade de
14%. No entanto, lembre-se que todos os cal-
culos devem sempre ser feitos usando valores
entre Oe 1.

\.

Problema 4

O gréfico abaixo compara a participacdo da in-

Figura 7: Espago amostral S formado por n eventos (Al, A2,
A3, ..., An). Note que ndo a unido de todos os

eventos resulta em S (eventos exaustivos). Também dustria de transformacéo no PIB de alguns pai-
ndo hd intersec¢do a cada dois eventos analisados ses (lezzi et al., 2016). Sorteando-se ao acaso
(eventos mutuamente exclusivos). dois paises dessa relacdo, qual é a probabili-
dade de que:
a) ambos tenham percentual de participagéo
no PIB menor que 15%?

A anélise da série histérica de pluviometria b) ao menos um dos paises selecionados te-

dos ultimos 20 anos, em uma praia do litoral nha participacdo percentual maior que

cearense, mostrou que a probabilidade de 20%?

chover 5 ou mais dias no més de outubro é de

33% e a probabilidade de chover 5 ou menos Comparacao entre palses

dias nesse mesmo més é de 81%. Qual é a Parlicipagas erm 2073 (Erm porcentagaim)

probabilidade de chover exatamente 5 dias, 28 mm a0

nessa praia, no préximo més de outubro? [3]

RESOLUCAO: .

Esse € um caso em que apenas a aplicacdo da
definicdo de unido de dois eventos (Equacéo 4)
nos ajuda. O que pode ser trabalhoso ao se

B
Bd 18 155 418 115

3,3

trabalhar com tal equacéo é saber se o termo ﬁbﬂ .;;i""& {ﬁi& & .\\P'o‘a' ;"0 #&‘ .;ﬁa' @!ﬁ
P(ANB) é oundo igual a zero. Vamos analisar, : + wf?b & o @ @
entao, os eventos! 1 Bt e £ P, 3 e TS,
Temos dois eventos que definem todo o nosso

espaco amostral: chover 5 ou mais dias no més RESOLUCAO: Esse exemplo ¢ de muita impor-

de outubro (A) e 5 ou menos dias nesse mesmo
més (B); e a interseccdo (A N B) corresponde
a chover em exatamente 5 dias. Matematica-
mente, organizando as informacoes, temos:

tancia, pois nos mostra que conceitos vistos em
analise combinatoria, tais como principio funda-
mental da contagem, permutacéo, combinacdo
e arranjo também podem ser utilizados como
ferramentas para o célculo de probabilidades.
A= {5,6,7, .., 31}; P(A)=0,33 Vamos 14!
Para resolvermos o item (a), necessitaremos de
B={0,1,23, 4, 5}; P(B)=0,8l auxilio de nosso amigo p.f.c. (principio fun-
AN B= {5}; P(AN B)=7 damental da contagem). Vamos sortear dois
AUB=S5=1{0,1,2,..,31};P(AU B)=1 paises ao caso, obtendo
Assim, aplicando a Equagéo 4, tem-se:

10 x 9 =90 possibilidades
~~

~~
P(AUB):P(A)""P(B)_P(AHB) 1* escolha  2? escolha
P(ANB) = P(4) + P(B) - P(AUB) Assim, a quantidade de resultados no espaco
P(ANB)=0,33+0,81-1=0,14 amostral é n(S) = 90. O nosso evento de inte-
Logo, a probabilidade de chover exatamente 5 resse A séo paises que tenham um percentual
dias é de 14%. de participagdo menor que 15%. Cuidado ao
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dizer que n(A) = 5, pois, primeiramente, de-
vemos realizar o sorteio aleatério. Ou seja, de
forma analoga,

5 x _4 =20 possibilidades
~—~ ~—~
1% escolha 2% escolha

Logo, a quantidade de resultados no evento A
é n(A) = 20. Aplicando a Equacéo 2, obtemos
Py _2

90 9
Portanto, a probabilidade pedida é de 2/9
(22,2%).
Note que poderiamos ter chegado aos resulta-
dos de n(A) e de n(S) por meio da combinagéo
simples, visto que a ordem dos elementos no
sorteio ndo importa. Como sugestdo de estudo,
tente fazer por esse caminho.
Para o item (b), a nossa amiga analise combi-
natéria serd necessaria novamente. Primeira-
mente, devemos nos atentar ao que o item quer:
que ao menos um dos dois paises tenha uma
participacdo superior a 20%. Temos 3 paises
que tem participagdo superior a 20% e 7 que
nao.
Analisando o nosso caso favoravel, podemos ter
1 ou 2 paises com participacdo acima de 20%. A
partir da andlise desses dois casos, conseguimos
obter n(A), enquanto n(.S) permanece o mesmo
do item anterior, uma vez que o espaco amostral
ndo foi alterado. Logo,

¢ Com 1 maior e 1 menor, temos 21 casos
favoraveis (3x7=21), por meio do p.f.c.;
* Com 2 maiores, temos que
C 3 3 f qvei
= ———— = 3 casos favordveis
27213 -2)
Assim, no total, temos 24 casos favoraveis, ou
seja, n(A) = 24. Pela Equagéo 2, obtemos

24 8
45 15
Portanto, a probabilidade é de 8/15 (53,3%).
Ha uma segunda forma de se resolver esse item.
Poderiamos calcular primeiro a probabilidade
de os dois paises sorteados terem uma partici-
pacdo menor que 20%:

P(A)

21
pay=Crz 2 _ T
45 45 15
Logo, o que queremos é o complementar desse
valor, isto é, 1 — P(A), resultando novamente

em 8/15.

FIQUE LIGADO

Esse exemplo nos mostrou, com bastante én-
fase, a importéancia da analise combinatéria na
determinacdo da probabilidade. Acostume-se
a isso, esse “crossover” entre tais temas é bem
comum.

1.3 Resultados igualmente provaveis

Antes de entrarmos num dos principais ramos da
probabilidade, é importante nos atentar a um tipo de
espacgo amostral, o espaco amostral equiprovavel.

Consideremos um espago amostral S finito composto
por a,, eventos unitarios (ou resultados):

Szal, az, as, ..., An

Um espaco amostral S é equiprovavel se todos os
eventos unitdrios possuem a mesma chance de ocorrer.

Vamos pensar em um exemplo bem simples para
ilustrar essa ideia.

Num langamento de um dado néo viciado, qual é a
chance de virar o ntimero 1?

Intuitivamente, vocé deve pensar 1/6, e esta certo.
E se eu lhe pedisse a chance do 2, 3, 4, etc.? A resposta
continuaria a mesma: 1/6. Ou seja, cada face tem a
mesma chance de ocorrer, P(1) = P(2) =... = P(6).

Com isso, retornando ao nosso espaco equiprovavel
S, podemos matematicamente enunciar que:

Pmﬂ:ng:m:Pm”:%

Como sao unitarios,

P(a1)+P(ag)+ ...+ Play) =1

Note que, no caso do lancamento do dado, teriamos:

1 1 1 1 1 1 1
67676666
Agora, vamos considerar um evento A formado por
r resultados igualmente provaveis, em que r < n, ou
seja, A = aq,as,0as3, ..., 0.
Assim,

®

Problema 5

De um baralho comum, com 52 -cartas,
extraimos, ao acaso, uma carta. Qual é a
probabilidade de néo ser sair um as? (lezzi
et al., 2016)

RESOLUCAO:
Inicialmente, vemos que 0 nosso espaco amos-
tral (conjunto com 52 cartas) é equiprovavel,
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visto que a probabilidade de se pegar qualquer
uma carta é a mesma: 1/52.
Sabe-se, também, que o evento de interesse é
“ndo retirar uma carta que é um 4as”. Nesse caso,
¢ mais facil calcular a probabilidade de inte-
resse por meio da propriedade complementar.
A probabilidade de retirar uma carta de as é
dada por
n(A) 4 1

P(4)= n(S) 52 13
Assim, a probabilidade de interesse pode ser
obtida obtida pela Equacdo 3

112
1313
Logo, a probabilidade é de 12/13 ou, aproxi-
madamente, 92,3%.

P(A)=1-P(A) =1

1.4 Probabilidade Condicional

Agora vamos estudar um dos principais temas envol-
vendo a probabilidade. Em muitas questdes de vestibu-
lares a ideia de probabilidade condicional é utilizada.
Entdo, vamos la!

Muitas vezes, temos interesse em calcular a probabi-
lidade de ocorréncia de um evento A dada a ocorréncia
de um evento B, como na reflexdo a seguir:

Qual a probabilidade de chover amanhd em Joinville,
sabendo que choveu hoje?

Perceba que, para o célculo da probabilidade acima,
estamos “limitados”, “condicionados” a uma situagdo.
Como um joinvilense, vocé deve pensar “100% de cer-
teza”. Brincadeira a parte, como podemos traduzir essa
ideia para a matematica?

Dados dois eventos A e B de um espago amostral
S néo vazio, chamamos a probabilidade de ocorrer A
dado que B ocorreu ou ocorrerd de P(A|B). Com essa

ideia, podemos ilustrar o exemplo a cima como:
P(chover amanhd em Jvlle | choveu hoje em Jlle)

O simbolo “ | ” é lido como “dado que”.
P(A|B) pode ser definido como:

n(ANB)
n(B)
Dividindo tanto o numerador quanto o denominador

pela quantidade de elementos do espaco amostral .S,
isto é,

P(AB) =

Obtemos:

P(ANB)
P (B)
A Equagdo 9 é uma ferramenta extremamente po-

derosa, pois, escrita de uma outra maneira, ela nos

fornece a Regra do Produto. Se isolarmos o termo
P(AN B), temos

P(A|B) = 9

P(ANB) = P(AB)-P(B) (10)

A Equacdo 10 € conhecida como Regra do Produto.
Ela permite calcular a probabilidade de ocorréncia de
eventos simultdneos (interseccdo).

FIQUE LIGADO

E se a condicéo fosse B dado A? Analogamente
a Equacéo 9, teriamos
P(BnNA)
P (4)
Mas P (BN A) = P(AN B) Assim,

P (B|A) =

P(ANB) = P(B|A).P(4) D

Observe que fato interessante. Apesar da co-
mutatividade em relacéo a interseccdo, depen-
dendo da condi¢do imposta ao cdlculo da proba-
bilidade (A dado B ou B dado A), ha diferenca
na determinacdo de P = (A N B), fato obser-
vado ao compararmos as Equacoes 10 e 11, isto
é, P(A|B) # P(B|A).

1.5 Eventos independentes

Dois eventos sdo independentes quando a ocorréncia
de um néo influencia a probabilidade de ocorréncia do
outro, ou seja, matematicamente,

P(A|B) =P (A)

P (B|A) = P(B)

Assim, a regra do produto pode ser simplificada para

P(ANB) = P(A) - P(B) (12)

A Equacdo 12 é vélida se, e somente se, A e B forem
eventos independentes.

Depois dessa conversa, vamos fazer alguns exemplos
sobre o que acabamos de conhecer. Vamos 14!

(ENEM - 2019) Em um determinado ano, os
computadores da receita federal de um pais
identificaram como inconsistentes 20% das de-
claracdes de imposto de renda que lhe foram
encaminhadas. Uma declaragéo € classificada
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como inconsistente quando apresenta algum
tipo de erro ou conflito nas informacoes pres-
tadas. Essas declaracbes consideradas incon-
sistentes foram analisadas pelos auditores, que
constataram que 25% delas eram fraudulentas.
Constatou-se ainda que, dentre as declaragbes
que ndo apresentaram inconsisténcias, 6,25%
eram fraudulentas.

Qual é a probabilidade de, nesse ano, a de-
claragcdo de um contribuinte ser considerada
inconsistente, dado que ela era fraudulenta?

a) 0,0500
b) 0,1000
¢ 0,1125
d) 0,3125
e) 0,5000

RESOLUGCAO: Perceba que se trata de uma pro-
babilidade condicional. A primeira coisa reco-
mendada a se fazer é transcrever as informa-
¢bes do texto para uma linguagem matematica.
Assim, temos:

P (inconsistente) = P(I) = 20% = 0, 2

P (ndo inconsistente) = P(I) = 80% = 0,8

Ademais, dentre as declara¢des “inconsisten-
tes”, 25% das declaragdes sdo fraudulosas. Den-
tre as “ndo inconsistentes”, 6,25% sdo fraudu-
lentas.

P(F|I)=25% = 0,25

P (F|I) =6,25% = 0,0625

Logo, a probabilidade de qualquer declaragéo
ser fraudulosa, P(F'), sera dada pela soma das
proporcoes de declaragdes fraudulentas encon-
tradas naqueles dois conjuntos, ou seja,

P(F)=10,20-0,25+0,80-0,0625 = 0,10

parcela em I parcela em]

Para esclarecer tal raciocinio, veja a ilustra-
¢do abaixo. Perceba que a quantidade total de
declaracdes fraudulosas néo é somente somar
25%. com 6,25%.

25% - fraudulosa % de
10% - moonsistente decliragdes
fraudulosas
DECLARACOES dentro de

(TOTAL) todas &
£0% - ndo moonsistents declaragies

oty

6,25% - fraudulosa

O queremos ¢é a probabilidade de uma decla-
racdo ser inconsistente sabendo que é fraudu-
lenta, ou seja, P(I|F). Para tanto, devemos
fazer algumas manipulacdes algébricas com as
equacdes de P(I|F') e P(F|I). Pela definicdo
(Equacdo 9):

P(F|I) = P(]f(r;)F)

Isolando P(I N F) nas duas equagodes,
igualando-as e isolando P(I|F):

P(I|F) = P(F}LIS}-?)P (I)

Substituindo os valores:

0,25 0,20
0,1

Enfim, chegamos ao resultado (e).

P(I|F) = = 0,50 = 50%

(ENEM 2016) Um adolescente vai a um parque
de diversoes tendo, prioritariamente, o desejo
de ir a um brinquedo que se encontra na 4rea
IV, dentre as areas I, II, III, IV e V existentes.
O esquema ilustra o mapa do parque, com a
localizagdo da entrada, das cinco dreas com
os brinquedos disponiveis e dos possiveis cami-
nhos para se chegar a cada area. O adolescente
nao tem conhecimento do mapa do parque e
decide ir caminhando da entrada até chegar a

area IV.

Entrada

Suponha que relativamente a cada ramificacéo,
as opcoes existentes de percurso pelos cami-
nhos apresentem iguais probabilidades de es-
colha, que a caminhada foi feita escolhendo ao
acaso os caminhos existentes e que, ao tomar
um caminho que chegue a uma 4area distinta
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da IV, o adolescente necessariamente passa por
ela ou retorna.

Nessas condicOes, a probabilidade de ele chegar
a drea IV sem passar por outras dreas e sem
retornar € igual a:

a) 1/96
b) 1/64
c) 5/24
d) 1/4
e) 5/12

RESOLUGAO:

Nesse problema, devemos calcular a probabili-
dade de tal jovem chegar a area IV. Sem passar
por outras regides e sem retornar, temos dois
caminhos possiveis, onde as letras representam
as bifurcagdes:

Passando por A-B-C ou A-D-E. Sabemos que as
opcoes existentes de percurso pelos caminhos
apresentem iguais probabilidades de escolha e
que ele comece pela entrada, vamos calcular
essas duas probabilidades.

Caminho 1: A-B-C

* Bifurcacio A (2 opgdes): P(A) =
* Bifurcacio B (2 op¢des): P(B) =
* Bifurcacdo C (3 opgdes): P(C) =

[SYEE SN

Note que, para chegar a IV por esse jeito, o
jovem tem que passar por A e por B e por C.
Como comentado anteriormente nessa aula,
os conectivos “ou” e “e” significam, respecti-
vamente, unido e interseccdo em teoria dos
conjuntos. Assim, vamos trabalhar com a ideia
de interseccdo. Como em uma dada bifurca-
cdo, a probabilidade de escolher um caminho é
sempre a mesma, independente da escolha que
fez no cruzamento anterior, trata-se de eventos
independentes. Logo, com base na Equacdo 12,
podemos calcular a probabilidade desse cami-
nho como:

P(Cam. 1) = P(ANBNC) = P(A)-P(B)-P(C)

P(Cam. 1) =

N |
N
Wl

12
Caminho 2: A-D-E
* Bifurcagdo A (2 opgdes): P(A) =

* Bifurcacdo D (2 opcgoes): P(D) =
* Bifurcacdo E (2 op¢des): P(E) =

m\»—b‘,_.mh—t

Assim, de maneira semelhante ao primeiro
caso,

P(Cam. 2) = P(ANDNE) = P (A)-P(D)-P(E)

2 2 2 8

O proximo passo é calcular a probabilidade de
ele ir pelo caminho 1 ou pelo caminho 2. Note
que agora devemos trabalhar com a ideia de
unido. Perceba que esses dois caminhos sdo
mutuamente exclusivos, ou seja, ndo possuem
interseccdo. O que faz sentido, visto que seria
fisicamente impossivel desse jovem fazer os dois
caminhos ao mesmo tempo. Com essa ideia,
temos:

P (Cam. 1UCam. 2) =
P (Cam. 1)+ P (Cam. 2)— P(Cam. 1NCam. 2)

Mas P (Cam. 1 NCam. 2) = 0 (mutuamente
exclusivos). Assim,

P (Cam. 1UCam. 2) = P (Cam. 1)+P (Cam. 2)

1 1 5
P 1 2= 4= —
(Cam. 1 U Cam. 2) 5 + kY]
Portanto, a probabilidade de o jovem chegar a
area IV é de 5/24 (c).

FIQUE LIGADO

E muitissimo recorrente trabalharmos com as
equacoes de unido e interseccdo de eventos
em probabilidade duma maneira geral. Saber
identificar se um problema pede interseccao
ou unido de eventos é bem importante. Um
meio de auxilio é notar se o problema quer a
probabilidade de A ou B ocorrer (unido) ou de
A e B ocorrer (intersecdo). Acostume-se tam-
bém as definicOes de eventos independentes e
mutuamente exclusivos, pois eles facilitam mui-
tos calculos, como pode ser visto nesse ultimo
exemplo.

Faca bastantes exercicios sobre probabilidade
para que essas ideias estejam bem fixadas.
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2 Estatistica

Nesse momento, vamos entrar na segunda e dltima
parte de nossa aula. Estudaremos nog¢des de Estatis-
tica. Essa drea da matematica trata da coleta, apre-
sentacao, analise e uso de dados para que possamos
tomar decises, resolver problemas, planejar processos
e produtos, etc. (Barbetta, Reis e Bornia, 2010)

Aqui vamos nos concentrar em técnicas para orga-
nizacdo e apresentacdo e interpretacdo de dados em
tabelas e graficos e no célculo de alumas medidas que
resumem um conjunto de dados.

2.1 Distribuicao de frequéncias

Para extrairmos o maximo de informac&o dos dados
coletados é muito util resumi-los na forma de tabelas
e graficos de distribuicdo de frequéncias.

Para melhor explicar, vamos ver um exemplo.

Exemplo: Marie Curie, dona de uma nova pizzaria
em Joinville, decidiu fazer um levantamento de pizzas
vendidas por dia ao longo de 1 més (30 dias). Ou seja, a
variavel de interesse € a quantidade de pizzas vendidas
por dia e os dados sdo os valores dessa varavel que
Marie Curie coletou ao longo de 1 més. Vamos chamar
essa variavel (quantidade de pizzas vendidas por dia)
de PD Abaixo, consta o conjunto de dados obtidos
pela empresdria:

FIQUE LIGADO

Uma variavel é uma uma caracteristica de in-
teresse. Uma varidvel pode ser quantitativa,
com dados representados por nimeros, como a
quantidade de pizzas vendidas ou a altura de
estudantes de uma escola ou qualitativas, com
dados ndo-numéricos, como o sabor de pizza
preferido de cada cliente da pizzaria ou a cor
dos cabelos dos estudantes de uma escola.

PD = {25,46,29, 36, 37,32, 46, 32, 43, 40, 50, 29, 27, 32, 35,

39,48, 32,48,43,53,41,29,39,44, 52, 44, 54, 40,55}
Para dados quantitativos, um primeiro passo que
sempre € muito Util, é ordenar dos dados (de forma
crescente ou decrescente). O conjunto ordenado de
forma crescente fica:

PD = {25,27,29, 29,29, 32, 32, 32, 32, 35, 36, 37, 39, 39

40,40,41,43,43,44, 44, 46, 46, 48, 48, 50, 52, 53, 54, 55}
Agora, com os dados organizados, fica mais facil de se

construir uma poderosa ferramenta de andlise, a tabela de
frequéncias. Vamos 14!

2.1.1 Tabela de frequéncias

Trata-se de uma tabela que organiza e resume o conjunto
de dados coletados de uma pesquisa (lezzi et al., 2016).

Numa tabela de frequéncias podemos incluir as seguintes
informacoes.

1. Valor z;: corresponde ao i-ésimo valor que queremos
incluir em nossa tabela de frequéncias, sendo que esses
valores devem estar ordenados do menor para o maior
se a variavel for quantitativa. Em nosso exemplo, vamos
incluir todos os valores diferentes do nosso conjunto de
dados. Veja que, temos 19 valores diferentes. Entdo, o
valor z; é 25, o valor x5 é 27, o valor x5 € 29, o valor
x4 € 32 e assim por diante.

2. Frequéncia absoluta f;: corresponde ao nimero de
vezes que um determinado valor x,; da variavel aparece
no conjunto de dados.

3. Frequéncia relativa f,: a razdo entre f; e o nimero
total de dados (n).

=1 (13)

n
Também, podemos multiplicar f, por 100%, obtendo, as-
sim, a Frequéncia relativa percentual (f,¢):

fros = fr - 100% a4

4. Frequéncia absoluta acumulada (F;): soma da
frequéncia absoluta do valor z; da varidvel com todas
as frequéncias absolutas anteriores.

5. Frequéncia relativa acumulada (F)): soma da
frequéncia relativa de um valor z; da varidvel com todas
as frequéncias relativas anteriores (0 mesmo processo
feito na absoluta acumulada). Também, podemos fazer
a mesma coisa com a relativa percentual, resultando
na Frequéncia Relativa Percentual Acumulada (F}.¢).

Agora estamos prontos para montarmos nossa tabela de
frequéncias. Veja a Tabela 1.

Tabela 1: Tabela de frequéncias da venda didria de pizzas.

T f’L fr fr% F; Fry
251 1 [1/30 | 334% | 0+1=1 | 3,34%
27 | 1 | 1/30 | 3,34% 1+1=2 6,68%
29| 3 | 3/30 10% 24+3=5 16,68%
32 | 4 | 4/30 | 13,34% | 5+4=9 | 30,02%
35| 1 | 1/30 | 3,34% | 94+1=10 | 33,36%
36| 1 [1/30 | 334% | 10+1=11| 36,7%
371 1 | 1/30 | 3,34% | 1141=12 | 40,04%
39| 2 12/30 | 6,67% | 12+2=14 | 40,71%
40 | 2 | 2/30 | 6,67% | 144+2=16 | 53,38%
41| 1 | 1/30 | 3,34% | 16+ 1=17 | 56,72%
43| 2 [2/30 | 6,67% | 17+2=19 | 63,39%
44 | 2 | 2/30 | 6,67% | 1942 =21 | 70,06%
46 | 2 | 2/30 | 6,67% | 214+2=23 | 76,73%
48 | 2 | 2/30 | 6,67% | 234+2=25| 83,4%
50| 1 [1/30 | 3,34% | 25+ 1 =26 | 86,74%
52| 1 | 1/30 | 3,34% | 26 +1 =27 | 90,06%
531 1 | 1/30 | 3,34% | 2741 =28 | 93,42%
54| 1 | 1/30 | 3,34% | 2841 =129 | 96,76%
55| 1 | 1/30 | 3,34% | 29+1=30| 100%
> 130 1 100%

Note que, ao final, a frequéncia relativa percentual acu-
mulada deve resultar em 100%, e a frequéncia absoluta
acumulada em n (numero total de dados). Olhando para a
tabela, vemos rapidamente 29 e 32 foram as quantidades de
pizza mais frequentes.
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E se Marie Curie quisesse analisar suas vendas ao longo
de 6 meses? Imagine a quantidade de valores diferentes
que teriamos. Seria bem trabalhoso montar uma tabela de
frequéncias. Além disso, talvez ndo conseguissemos mais
distinguir tdo vem valores mais frequentes. Nesses casos, é
uma boa prética organizar os dados em intervalos, os quais
denominaremos de classes.

A construcdo de uma tabela de frequéncias usando clas-
ses é idéntica a que é feita com valores individuais, como
fizemos anteriormente. Para mostrar isso, veremos um breve
exemplo.

Exemplo: Considere uma amostra de 100 alunos da UFSC
Joinville. O nosso objetivo é analisar as alturas dos estudantes.
Ap0s a coleta dos dados, vamos condensa-los em classes para
que o nosso trabalho fique mais “leve”. Vejamos a tabela
abaixo.

Tabela 2: Altura alunos UFSC - JOI

Classes [altura (m)] | f fr Fro
1,50 1,58 5 10,05| 5%
1,58 1,66 18 | 0,18 | 18%
1,66 1,74 42 | 0,42 | 42%
1,74+ 1,82 27 1 0,27 | 27%
1,82+ 1,90 8 | 0,08 | 8%

Note que os “tamanhos” de todas as classes sdo iguais.
Esse tamanho corresponde a amplitude de cada classe.

Amplitude (A) é a diferenca entre o maior e o menor
elemento de um conjunto. Nesse exemplo, para uma classe,
seria a diferenca entre os limites do intervalo. Assim, para a
primeira, temos:

A=1,58—1,50=0,08

FIQUE LIGADO

A simbologia da classe “I” é bastante importante de
ser entendida. Quando dizemos 1,51 F 1, 58, signi-
fica que nessa classe estdo dados que estédo todos os
dados que sdo iguais ou maiores que 1,51 e meno-
res que 1,58. Se, no exemplo, houvesse um aluno
cuja altura é 1,58m, ele seria posto dento da classe
1,58 - 1,66.

\. J

Uma vez tendo tabelas de distribuicdes prontas, podemos
fazer graficos!

2.1.2 Representacoes graficas de distribuicao
de frequéncias

O objetivo dos graficos € apresentar as informagdes acerca
dos dados coletados de uma maneira visual e compacta. H4
varias tipos de graficos. No entanto, nessa aula, focaremos
em trés tipos: histograma, poligonos de frequéncia e grafico
de setores.

1. Histograma: uma representacdo grafica de uma distri-
buigdo de frequéncias por meio de retdngulos justapos-
tos.

Vamos criar um histograma com os dados da Tabela 2.
Veja-o na Figura 8.

Altura - Alunos UFSC/ Joinville

45
40
35
30
25
20
15
10
5 l—
0
1,50+1,58 1,58+ 1,66 1,66+1,74 1,74+1,82 1,82+1,90
Altura [m]

Frequéncia Absoluta

Figura 8: Histograma representando a distribuicdo de frequén-
cias das alturas dos 100 alunos da UFSC/Joinville.

A largura dos retangulos corresponde as amplitudes das
classes e as dreas dos retdngulos sdo proporcionais as frequén-
cias de cada classes. Ou seja, quanto maior for a frequéncia
de uma classe, maior serd a 4rea do retdngulo correspon-
dente.

Normalmente se utiliza histogramas quando hd uma
grande quantidade de dados. Recomenda-se que sejam utili-
zadas entre 5 e 20 classes.

2. Poligono de frequéncia: um grafico de linhas que é
obtido unindo os pontos médios de cada classe do his-
tograma. Ponto médio (z;) é a média aritmética entre
o limite inferior e o limite superior de cada classe.

Veja na Figura 9 um poligono de frequéncia para o mesmo
exemplo anterior.

Altura - Alunos UFSC/ Joinville

45
40 A
30 \
25 /
. N
15 /
10
0

1,54 1,62 1,70 1,78 1,86

Altura [m]

Frquéncia Absoluta

Figura 9: Um poligono de frequéncia passando pelos pontos
meédios de cada classe (retdngulos) do histograma.

Observe que, para cada classe, temos um ponto médio
marcado ao topo dos retangulos, cujos valores sdo mostrados
no eixo x. Uma linha passa por cada um desses pontos.

3. Grafico de setores (de pizza): esse grafico consiste
em representar as frequéncias na forma de setores cir-
culares. Para tanto, devemos fazer a seguinte relacdo:
100% dos dados equivalem a todo circulo, ou seja, equi-
vale a uma setor circular de 360°.

Para exemplificar tal ideia, consideremos novamente o
tltimo exemplo sobre alturas dos estudantes. Se quisermos
representar a frequéncia da primeira classe (1,50 + 1, 58)
em angulo de um setor circular, basta fazermos regra de trés.
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100% — 360°
5% — x

Assim, multiplicando em cruz e isolando x, temos:

360 - 5
= =18°
¥ 7 7100
Ou seja, num gréfico de setores, uma frequéncia de 5%
corresponde a uma fatia de 18°. Fazendo a mesma coisa para

as classes restantes, chegamos aos seguintes resultados

Classes fi | fro | angulo
1,50 1,58 | 5 | 5% 18°
1,58+1,66 | 18 | 18% | 64,8°
1,66 1,74 | 42 | 42% | 151,2°
1,74+ 1,82 | 27 | 27% | 97,2°
1,82+-1,90 | 8 | 8% | 28,8°

Agora podemos montar o nosso grafico de pizza com base
nesses angulos. Veja abaixo.

m1,50+1,58

1,58+1,66
m1,66+1,74
m1,74+1,82

m1,82+1,90

Figura 10: Grdfico de setores (de pizza) da distribuicdo de
frequéncias das alturas dos alunos.

Até o momento, entendemos o que ¢é Estatistica e aprende-
mos a construir tabelas de frequéncias e a construir alguns
gréficos.

Agora, vamos aprender a calcular algumas medidas des-
critivas, ou seja, niimeros que descrevem ou representam os
dados. Vamos 14!

2.2 Medidas descritivas

Medidas descritivas sdo muito uteis, pois resumem um
conjunto de dados de uma determinada variavel. Medidas
descritivas s6 podem ser calculadas para variaveis quantitati-
vas. Por isso, devemos sempre que possivel dar preferéncia a
esse tipo de varidvel. Diferenciaremos dois tipos de medidas
descritivas: as medidas de tendéncia central e as medidas
de dispersao.

2.2.1 Medidas de tendéncia central

Essas medidas revelam a posi¢do de um ponto central de
um conjunto de dados. Também podem ser entendidas como
“valores tipicos” de um conjunto de dados de uma variavel
quantitativa. Estudaremos trés tipos de medidas de tendéncia
central: média, mediana e moda.

1. Média Aritmética (z): a média aritmética de um con-
junto de n numeros x1, z2, ..., z, € dada por:

n
r1+ T2+ ...+ Tn _Zi:ﬂ%
n n

(15)

K
Il

Ou seja, a média aritmética é a soma de todos os dados
dividido pela quantidade total de dados da variavel de inte-
resse.

Problema 8

(UFSC 2017.1 — questdo 25, item 16). Suponha que
na tabela abaixo estejam as estaturas da Mafalda e
da sua turma (personagens da Mafalda).

b

Filpe  Mam3{m3e] Papa (pai)

Personagem Altura (cm)
Miguelito 1175
Susanita 125,4
Libertad 107.3
Mafalda 120
Manolito 116,4

Guille 108,7
Filipe 17,5

Mama (mae) 162

Papa (pai) 179,2

Com base nos dados acima, é correto afirmar que
a estatura média dos personagens da Mafalda é de
129 cm.

RESOLUGAO:

Essa questdo exige basicamente o uso da Equacéo 15.

i= é -(117,5 + 125,4 + 107, 3 4+ 120 + 116, 4+

+108,7 + 117,5 + 169 + 179, 2)

1161
F— 200 — 129
T

Assim, essa proposicéo esta correta.

Temos também a média aritmética ponderada. Ela é
usada quando queremos dar pesos diferentes a cada um dos
dados. E definida como:

. _Ti*pr+ T2p2+ ...+ Tn-Pn

= 16
o p1+p2+...+Dn (16)

Em que p1,p2,...,p, sdo chamados de fatores de pon-
deracdo ou pesos, cujos significado depende do problema
em questdo. Para ilustrar melhor, vejamos alguns exemplos
abaixo.

Problema 9

(ENEM 2017) A avaliacdo de rendimento de alu-
nos de um curso universitario baseia-se na média
ponderada das notas obtidas nas disciplinas pelos
respectivos numeros de créditos, como mostra o qua-
dro:
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Problema 10

Avaliagao Média de notas (M)
Excelente 9<M<10 (ENEM 2018) A Comissdo Interna de Prevencdo de
Bom 7<M=<9 Acidentes (CIPA) de uma empresa, observando os
Regular 5<M<7 altos custos com os frequentes acidentes de trabalho
Ruim 3<M<5 ocorridos, fez, a pedido da diretoria, uma pesquisa
Péssimo M<3 no numero de acidentes sofridos por funcionarios.

Essa pesquisa, realizada com uma amostra de 100
funciondrios, norteara as agdes da empresa na poli-
tica de seguranca do trabalho.

Os resultados obtidos estdo no quadro abaixo:

Quanto melhor a avaliacdo de um aluno em determi-
nado periodo letivo, maior sua prioridade na escolha
de disciplinas para o periodo seguinte.

Determinado aluno sabe que se obtiver avaliacdo

“Bom” ou “Excelente” conseguird matricula nas disci- Namero de Namero de
. . s, g acidentes sofridos trabalhadores
plinas que deseja. Ele ja realizou as provas de 4 das 5 0 50
disciplinas em que estd matriculado, mas ainda néo ] 17
realizou a prova da disciplina I, conforme o quadro. 5 5
o 3 10
" umero
Disciplinas Notas de créditos 4
[ 12 5
Ii 8,00 4
il 6,00 8 Ly , . S
v 5.00 8 A média do niimero de acidentes por funcionario
v 750 10 na amostra que a CIPA apresentard a diretoria da
empresa é
Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele a) 0,15
deve conseguir na disciplina I é: b) 0,30
a) 7,00. ©) 0,50
d) 1,11
b) 7,38. o) 2.22
c) 7,50. ?
d) 8,25. RESOLUGAO: Esse exemplo é bem interessante, pois
e) 9,00. ele nos estabelece o jeito que vamos calcular a mé-
RESOLUGAO: dia: “A média do ntimero de acidentes por funciona-

rio[...]”. Entdo, basta fazer saber o numero total de

Como queremos a nota minima, a média do aluno . R o .
acidentes e dividir pelo total de funciondrios. Assim,

deve ser maior ou igual a 7. Porém, que média de-
vemos usar? Usaremos a ponderada, pois, embora o

exercicio ja tenha nos informado, cada disciplina pos- . 0:-50+1-1742-15+3-10+4-6+5-2

sui um peso diferente, uma importancia diferente, = 100

que ¢é dados pelo respectivo nimero de créditos. En- Logo

quanto a disciplina I tem um peso 12, a V possui ’

10, por exemplo. Assim, caso fizéssemos uma média _ 111

aritmética apenas, estariamos considerando que to- AT 1,11

das as matérias tenham um mesmo peso, 0 que nos

levaria a um erro. Portanto, a média de acidentes por funciondrio é de 1,11

Fazendo a média ponderada (Equagdo 16) do aluno, (.

sendo que deve ser maior ou igual que 7, temos que ] . .
q gualq d 2. Mediana (Me): diante de dados ordenados de maneira

crescente, a mediana corresponde ao elemento que

_ %12+8-4+6-8+5-8+47,5-10 ocupa a posigdo central. Dessa forma, podemos entender
P 12+44+8+8+10 - a mediana como sendo o valor que divide o conjunto de
dados ao meio.

Sendo que z representa a nota na disciplina I.
A sua obtencdo depende da quantidade de dados que

2124195 7 temos. Consideremos um conjunto com n valores.

Tp = 42

* Se n for impar, a mediana correspondera ao elemento
que estd na posicdo “1t;

* Sen for par, a mediana serd dada pela média aritmética
dos elementos de posigdo 5 e 5 + 1.

Isolando x,

12z > 294 — 195

T > % =8,25 FIQUE LIGADO
Portanto, a nota minima para que o estudante atinja Antes de calcular a mediana, néo se esqueca de or-
seu objetivo ¢ 8,25 (d). denar os dados de maneira crescente.
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50%

Mediana

50% menores dos 50% maiores valores.

Vamos ver alguns exemplos!

Problema 11

Figura 11: Em um conjunto de dados, note que a mediana se
encontra bem no meio; € a fronteira que separa os

(ENEM 2014) Os candidatos K, L, M, N e P estdo
disputando uma tnica vaga de emprego em uma
empresa e fizeram provas de portugués, matematica,
direito e informatica. A tabela apresenta as notas
obtidas pelos cinco candidatos.

Candidatos| Portugués | Matematica | Direito |Informatica
K 33 33 33 34
L 32 39 33 34
M 35 35 36 34
N 24 37 40 35
P 36 16 26 41

Segundo o edital de selecéo, o candidato aprovado
sera aquele para o qual a mediana das notas obti-
das por ele nas quatro disciplinas for a maior. O
candidato aprovado sera

a) K

b) L

c) M

d) N

e) P
RESOLUGAO:
Primeiramente, para analisar a mediana de cada
candidato, devemos ordenar os dados de maneira
crescente. Assim,

K 33 35 35 34
L 32 33 34 39
M 34 35 35 36
N 24 35 37 40
P 16 26 36 41

Ap6s isso, percebemos que temos um numero par
de valores (n=4). Logo, a mediana sera dada pela
média aritmética dos termos de posigbes 5 e 7 +
1. Nesse caso, posicoes 2 e 3 (colunas destacadas).
Basta calcular a mediana de cada um dos candidatos.
Consequentemente, temos que

K:Me=33
L:Me=33,5
M : Me =35
N : Me=36
P:Me=31

Portanto, N serd o candidato selecionado (d).

Problema 12

(USP 2015 - 1? Fase) Examine o grafico.

PORCENTAGEM DE REGISTROS DE NASCIMENTOS DO ANO,
POR GRUPOS DE IDADES DA MAE
BRASIL - 1999 / 2004 / 2009

35,0 8 g W 1999
L] M 2004
30,0 w o B 2009
- W
250 B W~
w2 e
200 = &
' m RE®
o
15,0 i
o
~
10,0 : we
5,0 RN
. coo Lerw oo
NN o W o 2
menosde  15a 20a 252 30a 35a 40anos  idade
15anos 19anos 24anos 29anos 34anos 3%anos oumais ignorada

a)

Com base nos dados do grafico, pode-se afirmar cor-
retamente que a idade

IBGE. Diretoria de Pesquisa, Coordenagao de Populagdo e Indicadores
Sociais, Estatisticas do Registro Civil, 1999/2004/2009. Adaptado.

mediana das mées das criancgas nascidas em

2009 foi maior que 27 anos.

b)
c)

d

mediana das mées das criancas nascidas em
2009 foi menor que 23 anos.
mediana das mées das criangas nascidas em
1999 foi maior que 25 anos.
média das maes das criancas nascidas em 2004

foi maior que 22 anos.
e) média das mées das criancgas nascidas em 1999
foi menor que 21 anos.

RESOLUGAO:
e Item a)

Devemos calcular a mediana dos dados em questao.
Como? Diferentemente do exemplo anterior, cuja
mediana foi calculada apenas pela anélise dos ter-
mos, aqui, trabalhamos com frequéncias dos dados
coletados. Por definigdo, a mediana é localizada bem
ao meio da distribuicdo, como visto anteriormente.
Assim, precisamos encontrar os primeiros 50% dos
dados para ter uma ideia de sua localizagdo.

Logo, para 2009, temos que

0,8% + 18,2% + 28,3% = 47,3%

Ou seja, a mediana néo se encontra nas trés primeiras
classes, visto a soma de suas frequéncias relativas
ndo ultrapassou 50%. Se somarmos a esse valor a
proxima classe,

47,3% + 25,2% = 72,5%

O valor de 50% € ultrapassado, significando que a
mediana se encontra dentro dessa classe.

Assim, a mediana, para 2009, se encontra no grupo
“25 a 29 anos”. Analisando o item (a), nada podemos
afirmar sobre a posicdo da mediana dentro de tal
classe. Ela pode estar perto da idade 25 anos, 26
anos... ndo temos certeza se estd acima de 27 anos
como propos o item.

Logo, ndo vamos marcar o item (a).

e Item b)
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Pela andlise do item (a), o (b) estd errado, visto
que a mediana, para 2009, se encontra no grupo de
mulheres com idade minima de 25 anos e maxima

3—-4-5-5-5-6-8

Possui moda o valor 5, visto que é o que possui maior

de 29 anos. frequéncia de ocorréncia.
Logo, ndo vamos marcar o item (b). Para este,
* Item c) 2 3-4-5-6-7-8

A andlise do item (c) € igual a do item (a), mas com

N&o ha moda, todos os elementos tém uma mesma frequén-
os dados de 1999. Assim,

cia de aparicoes.
Ja, neste,

0,7% + 20,8% = 21,5%

1-2—-4-5-5-6-6

21,5% +30,8% = 52,3% Ha duas modas: 5 e 6, denominando, entdo, um conjunto
Ao somarmos a frequéncia da classe “20 a 24 anos”, bimodal.
a frequéncia relativa absoluta ultrapassou os 50%,
indicando que a presenca da mediana estd inserida
no grupo de mulheres com idade minima de 20 anos
e maxima de 24 anos.
Logo, ndo vamos marcar o item (c).

Vamos ver alguns exemplos.

Problema 13

(ENEM 2014) Uma loja que vende sapatos recebeu
diversas reclamacdes de seus clientes relacionadas a
* Item d) venda de sapatos de cor branca ou preta. Os donos
da loja anotaram as numeracdes dos sapatos com
defeito e fizeram um estudo estatistico com intuito
de reclamar com o fabricante.

A tabela contém a média, a mediana e a moda desses
dados anotados pelos donos.

Para esse item, temos que trabalhar com média arit-
mética ponderada com os dados de 2004, cujos pe-
sos serdo as frequéncias de cada classe e as variaveis,
a idade minima de cada classe. Ademais, nio vamos
considerar a primeira e a ultima classe, visto que
suas frequéncias relativas sdo bem pequenas com-
paradas as demais. Assim, calculando a média, por
meio da Equacio 16, temos que

Estatisticas sobre as numeracdes
dos sapatos com defeito

Meédia |[Mediana| Moda

Tp = Numeragbes dos

sapatos com defeito 36 37 38

19,9-15+4+30,7-20+423,7-25+4+14,8-30+7,3-35+ 2,140
19,94 30,7+ 23,7+ 14,8+ 7,3+ 2,1
[ 2288,5 93 93 Para quantificar os sapatos pela cor, os donos repre-
L 98,5 e sentaram a cor branca pelo niimero 0 e a cor preta
pelo nimero 1. Sabe-se que a média da distribuicéo
desses zeros e uns é igual a 0,45.

Assim, a idade média das maes das criancas

nascidas em 2004 foi maior que 22 anos
Logo, a resposta correta € a (d).

e Item e)

Mesma analise feita ao item (d) utilizando da-
dos de 1999. Recomendo como um exercicio de
casa. A média resultante é, aproximadamente,
23,01 anos.

Logo, o item (e) esta errado.

Apesar desse problema ter sido trabalhoso, ele
€ bem completo. Note a importancia de termos
estudado as ideias de distribuicdo de frequén-
cia para interpretarmos tal grafico. Além disso,
tivemos que trabalhar tanto com o conceito de
média aritmética ponderada quanto o de medi-
ana.

3. Moda (Mo): valor mais frequente de um conjunto de

dados, ou seja, o valor mais comum.

A moda pode néo existir e, caso exista, pode haver mais
de uma.

Por exemplo, o conjunto abaixo

Os donos da loja decidiram que a numeracao dos
sapatos com maior nimero de reclamacdes e a cor
com maior nimero de reclamacdes nédo serdo mais
vendidas.

A loja encaminhou um oficio ao fornecedor dos sapa-
tos, explicando que néo serdo mais encomendados
os sapatos de cor

a) branca e os de nimero 38.
b) branca e os de nimero 37.
¢) branca e os de nimero 36.
d) preta e os de nimero 38.
e) preta e os de numero 37.

RESOLUGAOQ: Pela tabela, vemos que a moda das nu-
meracOes dos sapatos com defeitos é o tamanho 38,
ou seja, meus caros, esse tamanho é o mais frequente
a apresentar defeitos. Assim, ja podemos eliminar
os itens (b), (c) e (e).

Pelo enunciado, a média da distribuicdo de zeros
e uns é igual a 0,45. Uma vez que 0,45 estd mais
proximo de 0 do que de 1, temos mais valores 0 do
que 1, indicando que os sapatos brancos tém mais
defeitos que os sapatos de cor preta.

Logo, a resposta correta € (a).
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Problema 14

(ENEM 2011) Uma equipe de especialistas do centro
meteorolégico de uma cidade mediu a temperatura
do ambiente, sempre no mesmo horario, durante 15
dias intercalados, a partir do primeiro dia de um més.
Esse tipo de procedimento € frequente, uma vez que
os dados coletados servem de referéncia para estudos
e verificacdo de tendéncias climéaticas ao longo dos
meses e anos.

As medigbes ocorridas nesse periodo estdo indicadas

no quadro:
Dia do més Temperatura (em °C)
1 15,5
3 14
5 13,5
7 18
9 19,5
1 20
13 13,6
15 13,5
17 18
19 20
21 18,5
23 13,6
25 215
27 20
29 16

Em relacfo a temperatura, os valores da média, me-
diana e moda sdo, respectivamente, iguais a

a) 17°C, 17°Ce 13,5°C.
b) 17°C, 18°C e 13,5°C.
c) 17°C, 13,5°C e 18°C.
d) 17°C, 18°C e 21,5°C.
e) 17°C, 13,5°C e 21,5°C.

RESOLUGAO: Nesse exemplo, as trés medidas de
tendéncia central sdo pedidas. Porém, note que néo
é necessario calcular a média, visto que, para os itens,
a média possui o mesmo valor: 17°C.

Para obter a mediana, a primeira coisa a ser feita é
ordenas os dados de maneira crescente. Assim,
13,5; 13,5; 13,5; 13,5; 14; 15,5; 16; 18; 18; 18,5;
19,5; 20; 20; 20; 21,5

Como n = 15, a mediana serd dada pelo termo de
posicdo 8: 18°C.

Para a moda, vemos que s6 ha um elemento que
aparece quatro vezes (a maior frequéncia para esse
conjunto de dados): 13,5°C.

Logo, com z = 17°C, Me = 18°Ce Mo = 13,5°C, o
item correto € o (b).

2.2.2 Medidas de dispersao (ou variabilidade)

Para entendermos a necessidade de se ter um outro con-
junto de medidas de dispersédo para caracterizar um conjunto
de dados, considere a seguinte situacio abaixo.

Seja um animador de festas infantis que seleciona as ativi-
dades de acordo com a média das idades das criancas convi-
dadas para uma festa. Consideremos as idades de dois grupos
de criancas que irdo participar de duas festas diferentes:

Festa A :1;2;2;12;12;13. T4 = 7 anos

Festa B :5;6;7;7;8;9. T = 7 anos

Nos dois casos, a média de idade foi a mesma. Porém, ao
analisar os grupos, seria correto afirmar que ambos terdo
a mesma atividade ofertada? E uma resposta que a média
néo consegue responder sozinha. O animador, para escolher
a atividade mais adequada para cada um, terd de usar um
novo conjunto de ferramentas para realizar essa anélise: as
medidas de dispersao.

A situacdo descrita acima nos mostra que precisamos de
novas ferramentas para analisar dados, além das medidas
de tendéncia central. Agora, vamos conhecer as medidas de
disperséo, cujo objetivo é quantificar a variabilidade de um
conjunto de dados. Em nossa aula, estudaremos trés tipos:
amplitude, variancia e desvio padrao.

1. Amplitude (A): diferenca entre o maior e o menor valor
de um conjunto de dados.

Para os as criancas nas festas A e B, suas amplitudes sdo

Aa=13-1=12

Ap=9-5=4

FIQUE LIGADO

A amplitude é uma medida de dispersdo que nos diz
pouco em relacéo a dispersdo dos dados, pois note
que ela depende de apenas dois valores, os quais sdo
os extremos do conjunto.

Por conta dos valores extremos considerados para
o seu célculo, a amplitude é bem sensivel a valores
discrepantes também. Por exemplo, se em uma festa
tivéssemos 5 criancas com 13 anos e apenas 1 crianca
com 1 ano, a amplitude seria 12 anos. Mas se essa
crianca pequena néo fosse a festa, a amplitude seria
0. Uma enorme diferenca...

2. Variancia (0?): uma medida de dispersdo que mostra
o quio distante, em média, cada valor de um conjunto
de dados esta da média aritmética Brasil Escola, 2020.

Para calculéd-la, devemos seguir alguns passos. Vamos 14!

Sejam x1, w2, ..., T, valores de um conjunto de dados
cuja média € 7.

1°: Facamos, para cada dado, =1, w2, ..., T, a diferenca
entre ele e a média. E, depois, elevamos essa diferenca ao
quadrado. Essa diferenca é denominada de desvio quadrdtico.
Matematicamente, fazemos isso

(w1 —1)?
(w2 — 1)°
(xn — 7)*

2°: Somamos essas diferencas quadraticas e dividimos pela
quantidade total de dados do conjunto n. Com isso, temos
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a definicio matematica de varidncia, representada por o>
(sigma ao quadrado). Assim,

(ﬁz(m—ff+@rﬂf+“m+@n—@2 a7

Ou seja, a variancia é a média aritmética dos desvios qua-
draticos (lezzi et al., 2016).

No entanto, temos um “prejuizo” ao trabalhar com a vari-
ancia. A desvantagem € a perda de sensibilidade em relacéo
a sua interpretacdo, visto que sua unidade de medida é a
unidade dos dados ao quadrado. Por exemplo, se tivésse-
mos medindo o desvio de altura de alunos de uma sala de
aula em metros (m), a varidncia nos daria um resultado cuja
unidade seria m?, o que néo faria muito sentido, uma vez
que trabalhamos com altura no exemplo.

Para resolver esse empecilho, devemos tirar a raiz qua-
drada da variancia, o que da origem a nossa tltima medida
de dispersdo da nossa aula, o desvio padrao.

3. Desvio padrao (¢): possui a mesma interpretacdo que
a variancia. Seu valor é, a raiz quadrada da variancia.
Assim:

+ (mn — 3_7)2

(18)
n

U:\/(xl—i‘)2+(az2—i’)2+...

Uma vez tirando a raiz quadrada da variancia, nio teremos
mais aquele problema com unidades ao quadrado, o que
facilita a interpretacdo dessa medida de dispersao.

Para o calculo do desvio padrdo deve-se seguir os mesmos
passos do calculo da variancia e, ao final, calcular a raiz
quadrada do resultado.

Com isso, estamos preparados para exemplos.

Vamos 14!

Problema 15

(UDESC 2016.2) Sejam a e b € R O valor do desvio
padrdo, de modo que o conjunto de dados ordenados
{4, 17, 22, a, b, 37} tenha média e mediana iguais a
24, é:

a) /59
b) V62
o) V58
d) V57

e)\/g

RESOLUCAO:

Primeiro, precisamos encontrar os valores de a e b.
Para isso, usamos o fato de a média e a mediana
serem iguais a 24. Como € um conjunto com 6 ele-
mentos, a mediana serd dada pela média aritmética
do terceiro com o quarto termo. Assim,

22+4+a
2

=24

Isolando a,

a =26
Analisando a média aritmética do conjunto, temos

14+17+22426+0+37

24
6

Isolando b,

b=28

Agora, vamos ao célculo do desvio padrdo. Como a
média do conjunto ja foi dada, vamos ao segundo
passo: calcular a diferenca de cada elemento com a
média. Logo,

14 -24 =10
17 -24 = -7
22-24=-2
26-24=2
28-24=14
37T—-24=13

Agora, devemos elevar cada resultado ao quadrado,

10° = 100
(=7)? =49
(-2)> =4
22 =4
4 =16
13 = 169

Com isso, vamos somar os valores resultantes, divi-
dir pelo nimero total de elementos e tirar sua raiz,
conforme a Equacéo 18. Assim,

Uﬁ¢um+@+4+4+w+1m
B 6

o= 3;#:\/57

Portanto, o desvio padrdo para aquele conjunto é

V57 (d).

Problema 16

(ENEM - 2016) O Procedimento de perda rapida
de “peso” é comum entre os atletas dos esportes
de combate. Para participar de um torneio, quatro
atletas da categoria até 66 kg, Peso-Pena, foram
submetidos a dietas balanceadas e atividades fisicas.
Realizaram trés “pesagens” antes do inicio do torneio.
Pelo regulamento do torneio, a primeira luta deverd
ocorrer entre o atleta mais regular e o menos regular
quanto aos “pesos”. As informacdes com base nas
pesagens dos atletas estdo no quadro. Quais atletas
participardo da luta?
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£ £ £ % | 52
g |.8%|.8l. 83 S | & | =B
Z [Te=(TVe= ("= & | 3 | 8%
g 2 2 = =3
I 78 | 72 | 66 | 72 | 72 | 490

]| 75 70 65 70 70 4,08
v 80 77 62 73 7 7,87

a) Ielll
b) IelV.
c) Ielll
d) IIelV.
e) Il elIV.

RESOLUCAO:

Apesar de a tabela ter nos dados trés medidas (duas
de tendéncia central e uma de dispersdo), o que nos
interessa é apenas o desvio padrdo. Lembre-se de
que o desvio padréo é uma medida de dispersdo que
nos mostra o quéo disperso os dados estdo do valor
central de uma distribuicdo. Ou seja, caros, quanto
maior for seu valor, maior serd a dispersdo dos dados
analisados; quanto menor for, menor serd a disper-
sdo. Assim, analisando a coluna de desvio padrao,
percebemos que o atleta mais regular é aquele cujo
desvio é o menor, logo, atleta III. E o menos regular,
sera aquele de maior desvio, logo, atleta II. Portanto,
a luta serd entre II e III (c).

Certo, caros padawans, a nossa caminhada pelo universo
da Estatistica e Probabilidade foi longa, exigiu trabalho, mas
ca estamos na linha de chegada. Esperamos que vocés te-
nham conseguido assimilar e compreender as ideias presen-
tes nessa aula. E, claro, como tudo na vida, para ganharmos
mais experiéncia e sabedoria, devemos praticar. Esse é o
motivo pelo qual colocamos a seguir exercicios de aplicacdo
sobre os conteudos abordados aqui, cujo gabarito se encon-
tra ao final. No entanto, recomendamos que facam mais
exercicios por fora para que fixem melhor as ideias. E isso af,
pessoal!
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3 Lista de Problemas

Os problemas da lista a seguir foram retirados diretamente
dos cadernos de prova dos referidos processos seletivos.

1. (ENEM 2019) O dono de um restaurante situado as
margens de uma rodovia percebeu que, ao colocar uma
placa de propaganda de seu restaurante ao longo da
rodovia, as vendas aumentaram. Pesquisou junto aos
seus clientes e concluiu que a probabilidade de um
motorista perceber uma placa de antincio € 1/2.

Com isso, apds autorizagio do 6rgdo competente, deci-
diu instalar novas placas com anuncios de seu restau-
rante ao longo dessa rodovia, de maneira que a proba-
bilidade de um motorista perceber pelo menos uma das
placas instaladas fosse superior a 99/100.

A quantidade minima de novas placas de propaganda a
serem instaladas é

a) 99.
b) 51.
c) 50.
d) 6.
e) 1.

2. (ENEM 2015) Uma competicdo esportiva envolveu 20
equipes com 10 atletas cada. Uma dentincia a organiza-
¢do dizia que um dos atletas havia utilizado substancia
proibida. Os organizadores, entdo, decidiram fazer um
exame antidoping. Foram propostos trés modos dife-
rentes para escolher os atletas que iréo realiza-lo:
Modo I: sortear trés atletas dentre todos os participan-
tes;

Modo II: sortear primeiro uma das equipes e, desta,
sortear trés atletas;

Modo III: sortear, primeiro, trés equipes e, entéo, sor-
tear um atleta de cada uma dessas trés equipes.
Considere que todos os atletas tém igual probabilidade
de serem sorteados e que P(I), P(I) e P(III) sejam as
probabilidades de o atleta que utilizou a substancia
proibida seja um dos escolhidos para o exame no caso
do sorteio ser feito pelo modo I, IT ou III. Comparando-se
essas probabilidades, obtém-se

a) P(I) < PUID < PAD
b) P < P() < P(ID)
c) P(D) < PN = P(ID
d) P(D) = P(ID < P(ID
e) P() = PUD = P(III)

3. (ENEM 2015) Em uma escola, a probabilidade de um
aluno compreender e falar inglés é de 30%. Trés alu-
nos dessa escola, que estdo em fase final de selecéo de

Pré-UFSC Joinville

http://preufsc.joinville.ufsc.br/

Pagina 18 de 21



TOPICO 13: Probabilidade e Estatistica

intercambio, aguardam, em uma sala, serem chamados
para uma entrevista. Mas, ao invés de chama-los um a
um, o entrevistador entra na sala e faz, oralmente, uma
pergunta em inglés que pode ser respondida por qual-
quer um dos alunos. A probabilidade de o entrevistador
ser entendido e ter sua pergunta oralmente respondida
em inglés é

a) 23,7%
b) 30,0%
c) 44,1%
d) 65,7%
e) 90,0%

. (ENEM 2014) O psicologo de uma empresa aplica um
teste para analisar a aptiddo de um candidato a determi-
nado cargo. O teste consiste em uma série de perguntas
cujas respostas devem ser “verdadeiro” ou “falso” e ter-
mina quando o psicdlogo fizer a décima pergunta ou
quando o candidato der a segunda resposta errada.
Com base em testes anteriores, o psicologo sabe que
a probabilidade de o candidato errar uma resposta é
0,20.

A probabilidade de o teste terminar na quinta pergunta
é

a) 0,02048.
b) 0,08192.
c) 0,24000.
d) 0,40960.
e) 0,49152.

. (UFSC 2017.1 — Quest&o 28, proposicdo 08) Uma urna
contém 3 bolas brancas, numeradas de 1 a 3, e 6 bo-
las pretas, numeradas de 1 a 6. Uma bola é extraida
ao acaso. Se for sorteado um niimero impar, entdo a
probabilidade de ter saido uma bola branca é de 2/9.

. (UFSC 2017.1 — Questdo 28, proposicdo 16) A probabi-
lidade de um casal com quatro filhos ter dois meninos e
duas meninas é menor do que a probabilidade de dois
casais com dois filhos terem, cada casal, um menino e
uma menina.

. (UFSC 2019.2 — Questéo 29, proposicao 04) Em certa
universidade foi realizado um levantamento acerca do
numero de reprovagdes dos estudantes em duas disci-
plinas. Constatou-se que entre os alunos de engenharia
25% reprovaram na disciplina de Calculo, 15% repro-
varam na disciplina de Algebra e 10% reprovaram em
ambas as disciplinas. Ao selecionar, ao acaso, um dos
alunos de engenharia, a probabilidade de ele néo ter re-
provado em Algebra sabendo que reprovou em Célculo
serd de 60%.

. (UFSC 2019.2 — Questdo 29, proposicdo 16) A urna A
tem trés bolas vermelhas e quatro brancas e a urna B
tem seis bolas vermelhas e duas brancas. Uma urna é
escolhida ao acaso e dela, também ao acaso, é sorteada
uma bola. Se a bola escolhida for vermelha, entdo a
probabilidade de que ela seja da urna A € igual a 4/11.
. (UFSC 2018.2 — Questao 26, proposi¢do 01) Na final
do concurso de Miss Brasil, estdo classificadas as Misses
do Ceard, de Goias, da Paraiba, do Rio Grande do Sul e
de Santa Catarina. Em determinada prova devem ser
sorteadas, ao acaso, duas candidatas para um teste foto-
grafico. O sorteio consiste em retirar de uma urna, sem
reposicdo, dois papéis grafados com a sigla do estado
que cada candidata representa. Se na primeira retirada

10.

11.

12.

13.

14.

foi sorteada a representante do estado da Paraiba, a
probabilidade de a outra candidata ser da Regido Sul
do Brasil é igual a 2/5.

(UFSC 2018.1 - Questdo 27, proposi¢do 16) A maioria
dos sistemas de regras de RPG usa dados para testar as
habilidades dos personagens. As formas mais comuns
de dados utilizados sdo os sélidos de Platio, isto €,
dados de 4, 6, 8, 12 e 20 faces, conhecidos como d4,
de6, d8, d12 e d20, respectivamente, conforme a figura
abaixo. Se forem lancados aleatoriamente dois dados
“d12”, a probabilidade de nédo serem obtidos nimeros

iguais nas duas faces é de 11/12.
@

Aa@é @

(UERJ 2019.2) Um menino vai retirar ao acaso um
Unico cartdo de um conjunto de sete cartdes. Em cada
um deles estd escrito apenas um dia da semana, sem
repeticdes: segunda, terca, quarta, quinta, sexta, sa-
bado, domingo. O menino gostaria de retirar sabado
ou domingo. A probabilidade de ocorréncia de uma das
preferéncias do menino é:

a) 1/49
b) 2/49
o) 1/7
d) 2/7

(ENEM 2019 PPL) Uma locadora possui disponiveis
120 veiculos da categoria que um cliente pretende locar.
Desses, 20% sao da cor branca, 40% sdo da cor cinza,
16 veiculos sdo da cor vermelha e o restante, de outras
cores. O cliente nédo gosta da cor vermelha e ficaria
contente com qualquer outra cor, mas o sistema de
controle disponibiliza os veiculos sem levar em conta a
escolha da cor pelo cliente.

Disponibilizando aleatoriamente, qual é a probabilidade
de o cliente ficar contente com a cor do veiculo?

a) 16/120
b) 32/120
c) 72/120
d) 101/120
e) 104/120

(UFPR 2020) Uma adaptacéo do Teorema do Macaco
afirma que um macaco digitando aleatoriamente num
teclado de computador, mais cedo ou mais tarde, escre-
vera a obra “Os Sertdes”, de Euclides da Cunha. Imagine
que um macaco digite sequéncias aleatdrias de 3 letras
em um teclado que tem apenas as seguintes letras: S, E,
R, T, O.

Qual é a probabilidade de esse macaco escrever a pala-
vra “SER” na primeira tentativa?

a) 1/5.

b) 1/15.
c) 1/75.
d) 1/125.
e) 1/225.

(UDESC 2019.2). Dois dados de cores diferentes com 6
faces numeradas de 1 a 6, e néo viciados, sdo lancados.
Analise as sentengas.

I) O resultado mais provavel para a soma de suas
faces superiores é 7, que tem probabilidade 1/6.
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II) A soma de suas faces superiores com resultado 5
tem probabilidade 1/9, assim como o resultado 9.

III) O produto de suas faces superiores com resultado
4 tem probabilidade 1/12.

IV) O 9 é um dos resultados menos provaveis para o
produto de suas faces superiores e tem probabili-
dade 1/36.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente a sentenca I é verdadeira.

b) Somente as sentengas I e IV sdo verdadeiras.

¢) Somente as sentengas I, II e III sdo verdadeiras.
d) Somente as sentencas II e III sdo verdadeiras.
e) Todas as sentencas sdo verdadeiras.

15. (ENEM 2019 PPL) O quadro apresenta a relagdo dos

jogadores que fizeram parte da selecdo brasileira de
voleibol masculino nas Olimpiadas de 2012, em Londres,
e suas respectivas alturas, em metro.

MNome Altura (m)
Bruninho 1,80
Dante 2,0
Giba 1,92
Leandro Vissoto 211
Lucas 2,09
Murilo 1,90
Ricardinho 1,91
Rodrigao 2,05
Serginho 1,84
Sidao 2,03
Thiago Alves 1,94
Wallace 1,98

Disponivel em: www.chv.com.br. Acesso em:
31 jul. 2012 (adaptado).

A mediana das alturas, em metro, desses jogadores é

a) 1,90.
b) 1,91.
c) 1,96.
d) 1,97.
e) 1,98.

16. (ENEM 2010) Marco e Paulo foram classificados em

um concurso. Para classificacdo no concurso o candi-
dato deveria obter média aritmética na pontuacéo igual
ou superior a 14. Em caso de empate na média, o de-
sempate seria em favor da pontuacdo mais regular. No
quadro a seguir sdo apresentados os pontos obtidos nas
provas de Matematica, Portugués e Conhecimentos Ge-
rais, a média, a mediana e o desvio padrdo dos dois
candidatos. Dados dos candidatos no concurso

MatematicaPortugués| Conhecimentos [Média|Mediana| Desvio
Gerais Padrao
Marco| 14 15 16 15 15 0,32
Paulo 8 19 18 15 18 4,97

O candidato com pontuacéo mais regular, portanto mais
bem classificado no concurso, é

a) Marco, pois a média e a mediana sdo iguais.
b) Marco, pois obteve menor desvio padréo.

17.

18.

19.

¢) Paulo, pois obteve a maior pontuagdo da tabela,
19 em Portugués.

d) Paulo, pois obteve maior mediana.

e) Paulo, pois obteve maior desvio padréo.

(ENEM 2018) A raiva é uma doenca viral e infecciosa,
transmitida por mamiferos. A campanha nacional de
vacinagdo antirrdbica tem o objetivo de controlar a cir-
culagéo do virus da raiva canina e felina, prevenindo
a raiva humana. O gréafico mostra a cobertura (por-
centagem de vacinados) da campanha, em cées, nos
anos de 2013,2015 e 2017, no municipio de Belo Hori-
zonte, em Minas Gerais. Os valores das coberturas dos
anos de 2014 e 2016 ndo estdo informados no gréfico e
deseja-se estimd-los. Para tal, levou-se em consideragio
que a variacdo na cobertura de vacinagio da campanha
antirrdbica, nos periodos de 2013 a 2015 e de 2015 a
2017, deu-se de forma linear.

Qual teria sido a cobertura dessa campanha no ano de
20142

67%
\ B1%
59% o
o
T T T T 1
2013 2014 2015 2016 2017
Disponivel em: hitp://pni.datasus.govbr. Acesso em: 5 nov. 2017
a) 62,3%
b) 63,0%
c) 63,5%
d) 64,0%
e) 65,5%

(ENEM 2017) O grafico apresenta a taxa de desemprego
(em %) para o periodo de margo de 2008 a abril de
2009, obtida com base nos dados observados nas regides
metropolitanas de Recife, Salvador, Belo Horizonte, Rio
de Janeiro, Sdo Paulo e Porto Alegre.

Taxa de desemprego (%)

T S T H R
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A mediana dessa taxa de desemprego, no periodo de
marco de 2008 a abril de 2009, foi de

a) 8,1%
b) 8,0%
c) 7,9%
d) 7,7%
e) 7,6%

(ENEM 2017) Cinco regides de um pais estdo buscando
recursos no Governo Federal para diminuir a taxa de
desemprego de sua populacdo. Para decidir qual re-
gido receberia o recurso, foram colhidas as taxas de
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desemprego, em porcentagem, dos ultimos trés anos.
Os dados estao apresentados na tabela.

Taxa de desempregoe (%)

Regido | Regido | Regido | Regido | Regido
A B c D E

Anol| 121 12,5 ne 11,6 82

Anoll| 11,7 10,5 12,7 9,5 12,6

Anolllf 12,0 11,6 109 12,8 12,7

Ficou decidido que a regido contemplada com a maior
parte do recurso seria aquela com a maior mediana das
taxas de desemprego dos ultimos trés anos.

A regifio que deve receber a maior parte do recurso € a

a) A.
b) B.
c) C.
d) D.
e) E.

(UFSC 2018.2 — Questdo 30, proposicao 04) Em uma
campanha de prevencéo contra a proliferacdo do mos-
quito Aedes aegypti, a Secretaria de Satide do Estado
resolveu fazer panfletos informativos que indicassem
as cidades com maior nimero de individuos infectados
com o virus da dengue. Para tanto, foi construido o
seguinte grafico, que apresenta o niimero de infectados
em cada cidade da regido:
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Cidade A Cidade B Cidade C Cidade D Cidade E

Foi decidido que o gréfico de barras acima deveria ser
substituido por um grafico de setores. Entdo, o 4ngulo
do maior setor desse novo grafico deve ser de 160°?
(UFSC 2018.2 — Questéo 30, proposicao 08) Em uma
unidade de satide de determinada regido do estado, foi
registrado, a cada ano, o nimero de atendimentos a
pacientes que relataram terem sido picados por cobras,
conforme indica o grafico abaixo:
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Considerando os dados indicados no grafico acima e
que m1, m2, m3 representam, respectivamente, moda,
mediana e média, é correto afirmar que ms < ma <
ma.

4 Gabarito
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“S6 se pode alcancar um grande éxito quando nos mante-

mos fiéis a nés mesmos”
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